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Exercice I ((0.54+0.5)+14+1.5+(1+1)+1.5+1+1) = 09 pts

Soit U un ouvert connexe de C et soit f = P + ¢Q) une fonction complexe
définie sur U par:

f: U — C
z=xz+iy — [f(z)=Pz,y)+1iQ(z,y)

On suppose que f et h = f +z sont holomorphes sur U.
ou, f est la conjuguée de f.

1) Trouver les parties réelle et imaginaire de h = f + z.
2) Donner les conditions de Cauchy-Riemann pour f.

3) Donner les conditions de Cauchy-Riemann pour h.

4) En déduire les valeurs de % et aa% sur U.

5) Donner I'expression de la dérivée de f, f’, en fonction de %—P et %—2.

) 7
6) En déduire la valeur de la dérivée de f, f’, sur U.
7) Est-ce que f est constante sur U?

Exercice II.  (14+1414(141)4+(1.5+1.5)4+1) = 09 pts

Soit la fonction complexe f & variable complexe z définie par:

cos(z)

f(z) =

z

et le chemin ~ défini par:

v: o [0,27] — C
t — () = et

1- Trouver zq et r tel que I’équation de v s’écrit sous la forme: |z — zg| = r,
ou z = (t).
2- Trouver les points singuliers de f.
3- Est-ce les points singuliers de f appartiennent & U'intérieur de ~?
4- Trouver les zéros de f et leurs ordres.
5- Calculer I'intégrale: [ f(z)dz.
2l

par deux méthodes ( formule intégrale de Cauchy et intégrale curviligne).
6- En déduire les valeurs des intégrales

/sin(cos(t))sh(sin(t))dt et /cos(cos(t))ch(sin(t))dt
0 0

Remarque. La bonne tenue de votre copie = (02) pts.
Justifier vos réponses.
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Solution L ((0.540.5)+141.5+(1+1)+1.5+141) = 09 pts

1) Les parties réelle et imaginaire de h:
on a,

Ve=a+iy € Uh(z) = f(2)+2=Pla,y) —iQ(z,y) +x +iy

d’on,
V(z,y) €U, Re(h)(z,y) = Plz,y) + =, Im(h)(z,y) =y — Q(z,y).
2) Les conditions de Cauchy-Riemann pour f:
o (2,y) = G2 (,y)
Vie,y) €U, ¢ 85, 1 %o,
9P (w,y) = —F2(x,y)

3) Les conditions de Cauchy-Riemann pour h:

(z,y) = 220 (3, y) O (z,y) +1=1-22(z,y)
V(z, e U Oz Jy =V el 9z %
(Z’ y) ’ { 8’Raey(h,) (x’y) _ _dl'g;(h) (m’y) (xa y) ) %(l’, y) — %(x7y)
o (@,y) = =52 (z.y)
— V(z,y) €U, gz A gy 2
9L (w,y) = 52(z,y)

4) Déduction des valeurs de %—1; et % sur U :

on déduit de (2) et (3) que,

oP 0 0 OP
V(z,y) € U, ({Ty(x,y) = —afg(x,y) = afg(%y) — V(z,y) €U, a9 (z,y) = 0.
W) € U Wy =2 ik ¢

0
Ua ay (‘Tay) - %(mvy) - _aj(m,y) = V(iﬂ,y) € Ua ay (.%‘,y) =0.

5) Expression de la dérivée de f, f’, en fonction de 8}; et %'

o
. oP 0 0 opP
Vima iy €U, £12)= 5 (@) 4152 (0.0) = G () i (@),

6) Déduction de la valeur de la dérivée de f, f’, swrU:
De (4) et de (5) on a,

. oQ OP ‘
Ve=ao+iyeU, f(z)=—==(z,y) —i— (z,y) =04+1i0 = 0.
y f'(2) ay( y) ay( y)

7) Oui f est constante sur U, car sa dérivée est nulle sur U d’apres (6).



Solution II.  (14+14+1+(1+1)+(1.54+1.5)+1) = 09 pts

1- Ecriture de ’équation de 7. On a,

z=7(t) =" = |2| = ’eit‘ =1

d’ou,
|z| = 1.

2- points singuliers de f:
Comme f (z) = “2Zest un quotient et cos z est définie dans tout C, alors
le seul point singulier de f est zy = 0.
3- Oui, le point singulier zy = 0 appartient a U'intérieur de ~y, car

0] = 0] = 0 < 1.

4- Les zéros de f:

iz —iz
f(z) = % )= cosz =0 etz#O@i:0<:>62”:—1:e’(2k+1)”,k62
z

= oz = (2k+1)g7k ez
d’ott les zéros de f sont: z, = (2k +1)5,k € Z.
Les ordres des zéros de f:

;o —zpsin(zg) —cos(z)  (—1)FF!

d’ou les zéros z, de f sont d’ordre 1, Vk € Z.
5- Calcul de Iintégrale par la formule intégrale de Cauchy:
comme la fonction cos est holomorphe dans C et zy = 0 appartient
a l'intérieur de v alors en utilisant la formule intégrale de Cauchy,

(2) dz = 2mif(20)

zZ— 20

~

on a,

/ % 4z = 2mi cos(0) = 2.
z
¥
Calcul de l'intégrale par la I'intégrale curviligne:

f(R)dz = | f(y(t)y' (t)dt
frow]



/

on a,

27 27 2w ) )
it ielt —ielt
O = / COS(.f ) icitat = i/cos(e”)dt - z/ Y
z e’ 2
0 0 0
. 2m 27 . 2m 2m
_ % /eie”dt " /e*ieltdt _ % /ei(costJrisint)dt + /efi(cost+isint)dt
0 0 0 0
. 2m 2m . 2m 2m
_ z ei cos t—sin tdt + / e—z’ cos t+sintdt _ z / e~ sin tei cos tdt + / esin te—i cos tdt
2 2
0 0 0 0
) 2m 2m
= % /e_ sint (cos(cost) + isin(cost)) dt + /esmt (cos(cost) — isin(cost)) dt
0 0
2 int sint 2m int —sint
= 1 / <€_|—26> cos(cost)dt — z/ (e—;) sin(cos t)dt
0 0
27 27
= i (ch(sint)) cos(cost)dt — i / (sh(sint)) sin(cos t)dt
0 0
2m 27
= / (sh(sint)) sin(cost)dt + i / (ch(sint)) cos(cost)dt.
0 0
6- De (5) on a,
2m 2
cos z . . ) . .
/ dz = / (sh(sint)) sin(cost)dt + z/ (ch(sint)) cos(cost)dt = 2mi
z
o 0 0
d’o1,
2 2m
/Sin(cos(t))sh(sin(t))dt =0 et /cos(cos(t))ch(sin(t))dt = 27.
0 0

Remarque. La bonne tenue de votre copie = (02) pts.
Justifier vos réponses.



