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Module Mouvement Brownien et calcul stochastique

Examen

On travaille toujours sur un espace de probabilité filtré
(
Ω,F , (F)t≥0 , P

)
sur lequel

est défini un (F)t≥0-mouvement Brownien B = (Bt)t≥0 .

Exercice 1. Soit Xt = eBt .

(1) Montrer que Xt n’est pas une martingale.
(2) Montrer que e−t/2Xt est une martingale.
(3) Trouver Cov(Xs, Xt)

- par un calcul direct,
- en utilisant la question 2.

Exercice 2. Soit Y =
∫ T

1

√
tdBt.

Montrer que Y est une variable aléatoire de loi normale d’espérance 0 et de variance
(T 2 − 1) /2.

Exercice 3. Vérifier la formule∫ t

0

sBsdBs =
t

2

(
B2
t −

t

2

)
− 1

2

∫ t

0

B2
sds.

Exercice 4. Montrer en utilisant la formule d’Itô que
(1)

∫ t
0

sinBsdBs = 1− cosBt − 1
2

∫ t
0

cosBsds.

(2)
∫ t

0
es/2 cosBsdBs = et/2 sinBt.

Exercice 5. Résoudre l’équation différentielle stochastique

dXt = t2dt+ et/2 cosBtdBt, X0 = 0

et trouver E(Xt) et V ar (Xt) .
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